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摘 要： Ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数是一种具有高非线性度的布尔函数，它们在密码和通信领域中都有重要的应用价值．本
文构造了三类由迹函数表示的ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数．证明了当限制某些参数的取值范围时，这些新构造函数的 ｓｅｍｉｂｅｎｔ性
与Ｋｌｏｏｓｔｅｒｍａｎ和密切相关．并且证明了每一类新构造的含有 ｎ个变元的 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数，都存在一个 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数的
子类，它们的代数次数是 ｎ／２．利用Ｋｌｏｏｓｔｅｒｍａｎ和的零点，也给出了小域上ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数的例子．
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１ 引言

有限域 Ｆ２ｎ上的 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数［１，２］具有非常低的
Ｈａｄａｍａｒｄ变换值，因此它们拥有很高的非线性度．特别
当 ｎ是偶数时，ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数的非线性度仅次于ｂｅｎｔ函
数［３］．由于高非线性度的密码函数能很好的抵抗线性密
码分析［４］，因此 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数一直都受到密码工作者
的高度关注．另一方面，ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数也相应于一些有
趣的序列，这些序列和 ｍ序列之间有很低的互相关值．
并且，有些 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数也可以直接用来构造拥有三
值互相关谱的序列簇．例如，Ｇｏｌｄ序列［５］和 Ｇｏｌｄｌｉｋｅ序
列［６］，它们都是已知的具有最优相关函数的二元序列

簇．因此，ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数在通信领域也有很广泛的应用．
目前，研究者在寻找 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数方面已经做了很多
工作［１，２，５～８］．然而，现有的由基本构造得到的 ｓｅｍｉｂｅｎｔ
函数大多数是低次布尔函数．因此，并不适合用于流密
码的滤波生成器中．在本文中，我们构造了三类具有较

高代数次数的ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数．并且在某些限制条件下，
这些函数的ｓｅｍｉｂｅｎｔ性与Ｋｌｏｏｓｔｅｒｍａｎ和［９］密切相关．

２ 基础知识

令 Ｆ２ｎ是含有２ｎ个元素的有限域，Ｆ２ｎ是它的乘法
群．根据有限域 Ｆ２ｎ的基底可知，从 Ｆ２ｎ到Ｆ２的函数ｆ（ｘ）
等价于从 Ｆｎ２到 Ｆ２的布尔函数．函数 ｆ（ｘ）的汉明重量
定义为 ｗｔ（ｆ）＝｜｛ｘ∈Ｆ２ｎ｜ｆ（ｘ）＝１｝｜．若函数 ｆ（ｘ）的汉
明重量为 ２ｎ－１，则称 ｆ（ｘ）是平衡函数．任意一个函数
ｆ（ｘ）都可以表示成一些迹函数的和．当正整数 ｍ整除ｎ
时，一个从 Ｆ２ｎ到Ｆ２ｍ的迹函数记为Ｔｒｎｍ（ｘ），即

Ｔｒｎｍ（ｘ）＝ｘ＋ｘ２
ｍ

＋…＋ｘ２
（ｎｍ－１）ｍ．

当 ｍ＝１时，称它为绝对迹函数．迹函数有下面的性质：

（１）ｘ∈Ｆ２ｎ，有 Ｔｒｎｍ（ｘ２
ｍ

）＝Ｔｒｎｍ（ｘ）．
（２）ｘ，ｙ∈Ｆ２ｎ，ａ，ｂ∈Ｆ２ｍ，有 Ｔｒｎｍ（ａｘ＋ｂｙ）＝

ａＴｒｎｍ（ｘ）＋ｂＴｒｎｍ（ｙ）．
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设 ｅ是一个整数且０≤ｅ≤２ｎ－１，则 ｅ的２－重指
的是它的２元表示的系数和，记为ω２（ｅ）．利用ω２（ｅ）
可以定义由迹函数表示的布尔函数的代数次数．例如，
函数 Ｔｒｎ１（ｘｅ）的代数次数可以定义为ω２（ｅ）．函数 ｆ（ｘ）
的Ｈａｄａｍａｒｄ变换是 Ｆ２ｎ上的一个实值函数，其定义为

ｆ^（λ）＝∑
ｘ∈Ｆ２ｎ
（－１）ｆ（ｘ）＋Ｔｒ

ｎ
１
（λｘ），λ∈ Ｆ２ｎ

利用Ｈａｄａｍａｒｄ变换值，可以方便地给出 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数
的定义．

定义１ 设 ｎ是偶数，ｆ（ｘ）是一个从 Ｆ２ｎ到Ｆ２的函
数．若对于λ∈Ｆ２ｎ，都有 ｆ^（λ）∈｛０，±２（ｎ＋２）／２｝，则称
ｆ（ｘ）是 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数．
Ｋｌｏｏｓｔｅｒｍａｎ和也是有限域 Ｆ２ｎ上的实值函数，它的

定义如下：

定义２ 有限域 Ｆ２ｎ上的Ｋｌｏｏｓｔｅｒｍａｎ和为

Ｋｎ（ａ）＝∑
ｘ∈Ｆ２ｎ
（－１）Ｔｒ

ｎ
１
（ａｘ＋ｘ

－１
），ａ∈ Ｆ２ｎ

其中 Ｔｒｎ１（０－１）＝０．
在接下来的论文中，我们假设 ｎ＝２ｍ．设 Ｕ＝｛ｕ∈

Ｆ２ｎ｜ｕ２
ｍ＋１＝１｝，则 Ｕ是一个由所有２ｍ＋１次单位根构

成的群，且｜Ｕ｜＝２ｍ＋１．显然，Ｕ∩Ｆ２ｍ＝｛１｝．根据有限
域的知识知，Ｆ２ｎ中的每一个元素ｘ都有唯一的分解：ｘ
＝ｕｙ，其中 ｕ∈Ｕ且ｙ∈Ｆ２ｍ．
下面介绍 Ｆ２ｎ上的三个函数［１０］，这三个函数在群 Ｕ

上根的个数均为０或２．
引理１［１０］ 设λ∈Ｆ２ｎ，定义 Ｆ２ｎ上的函数为：

ｇｉ，λ（ｕ）＝ｕ
１－２ｓｉ＋（ｕ１－２ｓｉ）２

ｍ

＋λｕ＋（λｕ）２
ｍ

＋１（ｉ＝１，２，
３），其中 ｓ１＝３，ｓ２＝１／４，ｓ３＝１／６，而１／４和１／６分别为４
和６模２ｍ＋１的逆元．则有下述结论成立：

（１）对于任意 ｍ，等式 ｇ１，λ（ｕ）＝０在群 Ｕ上解的
个数为０或２．

（２）当 ｍ是奇数时，等式 ｇ２，λ（ｕ）＝０在群 Ｕ上解
的个数为０或２．

（３）当 ｍ是偶数时，等式 ｇ３，λ（ｕ）＝０在群 Ｕ上解
的个数为０或２．

在本文中，我们可以利用这些特殊函数来构造 ｓｅ
ｍｉｂｅｎｔ函数．

３ ＳｅｍｉＢｅｎｔ函数的构造

设 ｄｉ＝（２ｍ－１）·ｓｉ＋１（ｉ＝１，２，３），其中 ｓｉ与引理１
中的定义相同．下面给出三类ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数的构造．

定理１ 设 ｒ是一个正整数且 ｇｃｄ（ｒ，２ｍ＋１）＝１．

设 ａ，ｂ∈Ｆ２ｎ且ｂ＋ｂ２
ｍ

＝１．定义 Ｆ２ｎ上的函数为

ｆｉ（ｘ）＝Ｔｒｎ１（ａｘｒ（２
ｍ－１））＋Ｔｒｎ１（ｂｘ２

ｍ－１
（２ｍ＋１））＋Ｔｒｎ１（ｘｄｉ）

其中 ｉ＝１，２，３．令 ｈ（ｕ）＝Ｔｒｎ１（ａｕｒ（２
ｍ－１）），则有下述结论

成立：

（１）对于任意 ｍ，ｆ１（ｘ）是 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数当且仅当
｜｛ｕ∈Ｕ｜ｈ（ｕ）＝１｝｜＝２ｍ－１．
（２）当 ｍ是奇数时，ｆ２（ｘ）是 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数当且仅

当｜｛ｕ∈Ｕ｜ｈ（ｕ）＝１｝｜＝２ｍ－１．
（３）当 ｍ是偶数时，ｆ３（ｘ）是 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数当且仅

当｜｛ｕ∈Ｕ｜ｈ（ｕ）＝１｝｜＝２ｍ－１．
证明 显然有 ｆｉ（０）＝０．既然 Ｆ２ｎ中的每一个元素

ｘ都可以唯一的分解为ｘ＝ｕｙ，其中 ｕ∈Ｕ而ｙ∈Ｆ２ｍ，因
此我们能计算 ｆｉ（ｘ）的 Ｈａｄａｍａｒｄ变换如下：

ｆ^ｉ（λ）＝∑
ｘ∈Ｆ２ｎ
（－１）Ｔｒ

ｎ
１
（ａｘｒ

（２ｍ－１）
）＋Ｔｒ

ｎ
１
（ｂｘ２

ｍ－１
（２ｍ＋１）

）

·（－１）Ｔｒ
ｎ
１
（ｘｄｉ）＋Ｔｒ

ｎ
１
（λｘ）

＝１＋∑
ｘ∈Ｆ


２ｎ

（－１）Ｔｒ
ｎ
１
（ａｘｒ

（２ｍ－１）
）＋Ｔｒ

ｎ
１
（ｂｘ２

ｍ－１
（２ｍ＋１）

）

·（－１）Ｔｒ
ｎ
１
（ｘｄｉ）＋Ｔｒ

ｎ
１
（λｘ）

＝１＋∑
ｕ∈Ｕ
∑
ｙ∈Ｆ


２ｍ

（－１）Ｔｒ
ｎ
１
（ａ（ｕｙ）ｒ

（２ｍ－１）
）

·（－１）Ｔｒ
ｎ
１
（ｂ（ｕｙ）２

ｍ－１
（２ｍ＋１）

）＋Ｔｒ
ｎ
１
（（ｕｙ）ｄｉ）＋Ｔｒ

ｎ
１
（λｕｙ）

＝１＋∑
ｕ∈Ｕ
∑
ｙ∈Ｆ


２ｍ

（－１）Ｔｒ
ｎ
１
（ａｕｒ

（２ｍ－１）
）＋Ｔｒ

ｎ
１
（ｂｙ）

·（－１）Ｔｒ
ｎ
１
（ｕ１－２ｓｉｙ）＋Ｔｒ

ｎ
１
（λｕｙ）

＝１－∑
ｕ∈Ｕ
（－１）ｈ（ｕ）＋∑

ｕ∈Ｕ
（－１）ｈ（ｕ）

·∑
ｙ∈Ｆ２ｍ
（－１）Ｔｒ

ｎ
１
（ｂｙ）＋Ｔｒ

ｎ
１
（ｕ１－２ｓｉｙ）＋Ｔｒ

ｎ
１
（λｕｙ）

＝１－∑
ｕ∈Ｕ
（－１）ｈ（ｕ）＋∑

ｕ∈Ｕ
（－１）ｈ（ｕ）

·∑
ｙ∈Ｆ２ｍ
（－１）Ｔｒ

ｍ
１
［Ｔｒ

ｎ
ｍ（ｂ＋ｕ

１－２ｓｉ＋λｕ）·ｙ］

如果 ｇｉ，λ（ｕ）＝Ｔｒ
ｎ
ｍ（ｂ＋ｕ１－２ｓｉ＋λｕ）≠０，则 Ｔｒｍ１［Ｔｒｎｍ（ｂ

＋ｕ１－２ｓｉ＋λｕ）·ｙ］是域 Ｆ２ｍ上关于变元ｙ的平衡函数．
因此，

ｆ^ｉ（λ）＝１－∑
ｕ∈Ｕ
（－１）ｈ（ｕ）＋２ｍ· ∑

ｕ∈Ｕ，ｇｉ，λ（ｕ）＝０
（－１）ｈ（ｕ）

既然有 ｂ＋ｂ２
ｍ

＝１，故 ｇｉ，λ（ｕ）＝ｕ
１－２ｓｉ＋（ｕ１－２ｓｉ）２

ｍ

＋λｕ

＋（λｕ）２
ｍ

＋１．由引理 １知，对于任意λ∈ Ｆ２ｎ，等式
ｇｉ，λ（ｕ）＝０在群 Ｕ上解的个数为０或２（其中 ｍ在相应
的限制条件下）．当 ｇｉ，λ（ｕ）＝０的解的个数为 ０时，我
们有

ｆ^ｉ（λ）＝１－∑
ｕ∈Ｕ
（－１）ｈ（ｕ）．

否则，当 ｇｉ，λ（ｕ）＝０的解的个数为２时，分别记它的两
个解为 ｕ１和 ｕ２．根据 ｈ（ｕ１）和 ｈ（ｕ２）的取值不同，ｆｉ（ｘ）
的 Ｈａｄａｍａｒｄ变换值分为３种情况：

（１）若 ｈ（ｕ１）≠ｈ（ｕ２），则
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ｆ^ｉ（λ）＝１－∑
ｕ∈Ｕ
（－１）ｈ（ｕ）．

（２）若 ｈ（ｕ１）＝ｈ（ｕ２）＝０，则

ｆ^ｉ（λ）＝１－∑
ｕ∈Ｕ
（－１）ｈ（ｕ）＋２ｍ＋１．

（３）若 ｈ（ｕ１）＝ｈ（ｕ２）＝１，则

ｆ^ｉ（λ）＝１－∑
ｕ∈Ｕ
（－１）ｈ（ｕ）－２ｍ＋１．

因此，^ｆｉ（λ）∈｛０，±２（ｎ＋２）／２｝当且仅当 １－∑
ｕ∈Ｕ

（－１）ｈ（ｕ）＝０，即 ｆｉ（ｘ）是ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数当且仅当｜｛ｕ∈
Ｕ｜ｈ（ｕ）＝１｝｜＝２ｍ－１．
当参数 ａ限制在Ｆ２ｎ的子域上时，函数 ｆｉ（ｘ）的 ｓｅ

ｍｉｂｅｎｔ性与Ｋｌｏｏｓｔｅｒｍａｎ和的取值密切相关．
推论１ 若 ａ∈Ｆ２ｍ，则 ｆｉ（ｘ）是 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数当且

仅当 Ｋｍ（ａ）＝０，其中 ｍ的要求与定理１相同．
证明 根据定理１的证明知，ｆｉ（ｘ）是 ｓｅｍｉｂｅｎｔ当

且仅当∑
ｕ∈Ｕ
（－１）Ｔｒ

ｎ
１
（ａｕｒ

（２ｍ－１）
）＝１．既然 ｇｃｄ（ｒ，２ｍ＋１）＝１

且ｇｃｄ（２ｍ－１，２ｍ＋１）＝１，因此函数 ｕ→ｕｒ（２
ｍ－１）是群 Ｕ

到其自身的双射．因此∑
ｕ∈Ｕ
（－１）Ｔｒ

ｎ
１
（ａｕｒ

（２ｍ－１）
）＝１当且仅当

∑
ｕ∈Ｕ
（－１）Ｔｒ

ｎ
１
（ａｕ）＝１．当 ａ∈Ｆ２ｍ时，文献［１１］已经证明了

∑
ｕ∈Ｕ
（－１）Ｔｒ

ｎ
１
（ａｕ）＝１－Ｋｍ（ａ）．因此结论成立．

４ ＳｅｍｉＢｅｎｔ函数的代数次数与例子

本节主要讨论新构造的 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数的代数次
数，并给出域 Ｆ２６上 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数的具体例子．

定理２ 当 ｒ＝１时，定理１中定义的函数 ｆｉ（ｘ）是
ｍ次的布尔函数．
证明 计算相应指数的２重如下：

ω２（２ｍ－１）＝ω２（（２ｍ－１）·３＋１）＝ｍ，

ω２（２ｍ－１（２ｍ＋１））＝２，

ω２（（２ｍ－１）／４＋１）＝ω２（２ｍ＋３）＝３，

ω２（（２ｍ－１）／６＋１）＝ω２（（２ｍ－１）／３＋２）

＝ω２（（１＋４＋１６＋…＋２ｍ－２）＋２）＝ｍ／２＋１
因此结论成立．

根据定理 ２的证明知，新构造的三类 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函
数的代数次数都大于等于３，分别至少为 ｍ，３和 ｍ／２＋
１．并且，每一类 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数都存在代数次数为 ｍ的
子类．与现有的ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数相比，代数次数有了一定
程度的提高（主要指 ｍ是偶数的情况）．例如，文献［１，
２，５～７］中的ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数都是２次的．尽管文献［８］分
别构造了２次、３次和 ｋ＋１次ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数，但根据分
析发现 ｋ＋１≤ｍ且此类ｋ＋１次 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数仅在 ｍ
是奇数时存在．而本文可以在 ｍ是任意整数时得到ｍ

次 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数，丰富了高次 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数的选择源．
引理２ 当 ｍ＝３且 ａ＋ａ２＋ａ４＝０时，有 Ｋｍ（ａ）＝

０．

证明 显然有 ｙ－１＝ｙ２
３－２＝（ｙ３）２．因此

Ｋ３（ａ）＝∑
ｙ∈Ｆ２３
（－１）Ｔｒ

３
１
（ａｙ＋ｙ

－１
）＝∑

ｙ∈Ｆ２３
（－１）Ｔｒ

３
１
（ａｙ＋ｙ

３
）

众所周知，函数 ｙ→Ｔｒ３１（ａｙ＋ｙ３）是平衡函数当且仅当
Ｔｒ３１（ａ）＝ａ＋ａ２＋ａ４＝０．所以当 ａ＋ａ２＋ａ４＝０时，有
Ｋｍ（ａ）＝０．
利用此引理的结论即可得 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数的具体例

子．
例 设 ａ∈Ｆ

２３
且 ａ＋ａ２＋ａ４＝０．设 ｂ∈Ｆ

２６
且 ｂ＋

ｂ２
３

＝１．则下面的函数

ｆ１（ｘ）＝Ｔｒ６１（ａｘ２
３－１）＋Ｔｒ６１（ｂｘ２

２
（２３＋１））＋Ｔｒ６１（ｘ（２

３－１）·３＋１），

ｆ２（ｘ）＝Ｔｒ６１（ａｘ２
３－１）＋Ｔｒ６１（ｂｘ２

２
（２３＋１））＋Ｔｒ６１（ｘ（２

３－１）·７＋１）

是域 Ｆ２６上的ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数，其中１／４ｍｏｄ（２３＋１）＝７．

５ 结束语

利用迹函数，我们构造了三类 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数．证明
了在某些限制条件下，这些函数的 ｓｅｍｉｂｅｎｔ性与
Ｋｌｏｏｓｔｅｒｍａｎ和密切相关．并且，新构造的 ｓｅｍｉｂｅｎｔ函数
中有大量的函数具有很高的代数次数．因此，这为流密
码滤波生成器的设计提供了更多同时具有高代数次数

和高非线性度的布尔函数．
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